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Lecture summary

Feliciano Giustino

Manifestations and impact of electron-phonon interactions

Heuristic approach to the electron-phonon interaction

Rayleigh-Schrodinger perturbation theory
e The electron-phonon matrix element
e Wannier interpolation

e Other topics in this school
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Manifestations of electron-phonon interactions

A microscopic phenomenon with macroscopic consequences

— TACC visit Thu

Frontera supercomputer with liquid-immersion cooling in GRC ICEraQ, TACC
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Manifestations of electron-phonon interactions
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Electron mobility of silicon (Sze, “Semiconductor Devices")
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Manifestations of electron-phonon interactions

A microscopic phenomenon with macroscopic consequences

1:50 scale model of the ITER experiment (www.iter.org)
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Manifestations of electron-phonon interactions
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Resistance of Nb3Sn and superconducting transition
Akimitsu group, in “Superconductors: New Developments”, 2015
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Manifestations of electron-phonon interactions

A microscopic phenomenon with macroscopic consequences

Webberville Solar Farm, Austin TX (35 MW)
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Manifestations of electron-phonon interactions

Optical absorption coefficient of silicon, 300 K
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Data from Green et al, Prog. Photovolt. Res. Appl. 3, 189 (1995)
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Electron-phonon physics (nearly) 100 years ago

» Uber die ik der
in Kristallgittern.
Von Felix Bloeh in Leipeig.
Mit 2 Abbildungen. (Bingegangen am 10. August 1928.)

Die Bewegung cines Elektrons im Gitter wird untersacht, indem wir uns dieses
durch ein zunichst streng dreifach periodisches Kraftfeld schematisieren. Unter
Hisrauaime dor Pormishen Siatilk sl dls Blokroaen gosatiet vaser Modal
Aussagen dber den von ihnen herrihrenden Anteil der spesifischen Wirme des
Etmalls. Parger wird geeigt dad dis Barsklektguog. cer Uhernischen Gite
der elekirischen L
fahigkeit von Metallen in q\nhuu\er Obereinstimmung mit der Erfahrung ergibt.

Einloitung. Dio Elektronentheorie der Motallo hat sit o
Zeit m die in der
retischer Prinzipien auf das Elektronengas begrindet sind. Zonichst hat
Pauli® unter der Annahme, dab die Metallelektronen sich vllig frei im
Gitter bewegen konnen und der Fermischen® Statistik gehorchen, don
temperaturunabliingigon Paramaguetismus der Alkalion 7u erklisen ver-
mocht.  Dic ischen und
gases sind dann von Sommerfeld, Houston und Eokart** niher
unfersucht worden. Die Tatsache freier Leitungselektronen wird von
shnen als gegeben betrachtet und shre Wechselwirkung mit dem Gitter
nur durch eine zuniichst phiinomenologisch eingefihrte, dann von
Houston®*# strenger begriindete freie Weglinge mitberiicksichtigt.
SchlieBlich hat Heisenberg gezeigt, dab im anderen Grenzfall, wo zn-
nichst. die Elektronen an die Tonen im Gitter gobunden gedacht md erst
in nichster Naherang die unter huen beri
werden, das fiir den i Feld
seine Erklirung findet.

iger

Hier soll ein Zwischenstandpunkt zwischen den beiden oben er-
wilhnten Behandlungsweisen eingenommen werden, insofern, als der Aus-
tausch der Elektronen unberticksichtigt bleibt, sie dagegen nicht einfach

+ . Paull, 28,8 P. 41, 81, 1697
** B Fermi, cbeada 36, 9
4 A Sommerfeld, W. V. nuumu. S Bokart, bonda 41, 1, 1928
“##% W.V. Houston, chenda 48, 449, 1928,
+ W. Heisenberg, ebends 49, 619, 1
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Electron-phonon physics

Feliciano Giustino

nearly) 100 years ago

Uber die ik der
in Kristallgittern.

Von Felix Bloeh in Leipzig.

Mit 2 Abbildungen. (Eingegangen am 10. August 1928.)

Die Bewegung cines Elektrons im Gitter wird untersacht, indem wir uns dieses
durch ein zunichst streng dreifach periodisches Kraftfeld schematisieren. Unter
trosen gotatta, uuser odel

umzun.nm der Fermischen Statistik aul die Elo
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Binleitung. Die Elektronentheorie der Meml» hat seit
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iger

retischer Prinzipien auf das Elektronengas begrindet sind. Zonichst hat

Pauli* unter der Annahme, dab die Motallelektronen sich vollig frei im r¢) (r)

Gitter bewegen konnen und der Fermischen® Statistik gehorchen, don
temporaturunablingigen Paramaguetismus der Alkalien 2 erkliren ver-

mocht. Die i und

gases sind dann von Sommerfeld, Houston und Eckart** niher
untersucht worden. Die Tatsache freier Leitungselektronen wird von
ihnen als gegeben betrachtet und ihre Wechselwirkung mit dem Gitter
eingefihrte, dann von

nur durch eine zuniichst  phinomenologisch

lattice points R

unit cell

eik‘ru(

) with u(r + R

Bloch theorem

Houston**#* strenger begriindete freie Weglinge ~mitberiicksichtigt.
Schlieflich hat Heisenberg gezeigt, dal im anderen Grenzfall, wo zu-
nichst. die Elektronen an die Tonen im Gitter gobunden gedacht md erst

in niichster Niherung die unter ibuen

Feld

werden, das fiir den
seine Erklirung findet.

Hier soll ein Zwischenstandpunkt zwischen den beiden oben er-
wilhnten Behandlungsweisen eingenommen werden, insofern, als der Aus-
tausch der Elektronen unberticksichtigt bleibt, sie dagegen nicht einfach

* W. Pauli,
B, Ferm

.1 Phys. 41, 81, 1997
ebeada 36, 9

et & Sommerterd: W.Y. Houston, S Bokart, bonda 41, 1, 1928

%% W.V. Houston, chenda 48, 449, 1
+ W. Heisenberg, ebends 49, 619, oo
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Electron-phonon physics (nearly) 100 years ago

Uber die ik der . .
in Kristallgittern. lattice points R

Von Felix Bloeh in Leipzig.

unit cell

Mit 2 Abbildungen. (Eingegangen am 10. August 1928.)

Die Bewegung cines Elektrons im Gitter wird untersacht, indem wir uns dieses
durch ein zunichst streng dreifach periodisches Kraftfeld schematisieren. Unter
Hinzunahme der Fermischen Statistik aul die Elektronen gestattet unser Modell
Aussagen dber den von ihnen herrihrenden Anteil der spesifischen Wirme des
rials. Pesser wird gesegt, dad die Bertokaichigang  der thonischen Giter
¢ elektrischen Leit.
fahigkeit von Metallen in qulhuu\er Obereinstimmung mit P Erfahrung ergibt.

iulcit\mg. Die Fleklmnonthvoue der Metall» hat seit einiger
Zeit zu die in der
retischer Prinzipien auf das Elektronengas begrindet sind. Zonichst hat
Pauli® unter der Annahme, dab die Metallelektronen sich vollig frei im
Gitter bewegen konnen und der Fermischen** Statistik gehorchen, den
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= "™ Ty(r) with u(r + R
temperaturunablingigen Paramagaetismus der Alkalien m erklizen ver-

mocht. - Die slektrischen und thormi des Blekt Bloch theorem

gases sind dann von Sommerfeld, Houston und Eckart®# niher
unfersucht worden. Die Tatsache freier Leitungselektronen wird von
ihnen als gegeben betrachtet und ihre Wechselwirkung mit dem Gitter
nur durch eine zunichst phinomenologisch eingefihrte, dann von
Houston**#* strenger begriindete freie Weglinge ~mitberiicksichtigt.
Schlieflich hat Heisenberg gezeigt, dal im anderen Grenzfall, wo zu-
kst die Elektronen an die Tonen im Gitter gobunden godacht md erst

in nichster Naherang die uater dhaen berd 6 T
ichster Naherang di por i k‘BT hCqp /kB m5 dr

werden, das fiir den F i Feld C1
seine Erklirung findet. = — -

Hier soll ein Zwischenstandpunkt zwischen den beiden oben or- T ﬁc 0 (ez —_ 1) (1 — e—m)
wilhnten Behandlungsweisen eingenommen werden, insofern, als der Aus-

tausch der Elektronen unberticksichtigt bleibt, sie dagegen nicht einfach

W, l’null . £. Phys. 41, 81, 1927. -
2 I B Bloch-Griineisen formula for electrical resistivity
+ A Sommerfeld, l{ullslon n k-r}.un, ebonda 47, 1, 1928,
“#%¢ W.V. Houston, elnndn 48, 449,

# W. Heisenberg, ebenda 49, 619, na»x
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Where do electron-phonon interactions come from?
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Heuristic notion of electron-phonon interactions

diamond

X r L
wavevector
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Heuristic notion of electron-phonon interactions

diamond

Feliciano Giustino

X T L

wavevector

I"-point optical mode
0.015 A C-displacement
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Heuristic notion of electron-phonon interactions

diamond

X r L
wavevector

I"-point optical mode
0.015 A C-displacement

How far do atoms move? What is the oscillation frequency?

Can oscillations promote electronic transitions? What about finite-q modes?

Feliciano Giustino
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lonic degrees of freedom in the Kohn-Sham equations

— Lec. Mon.2 Giannozzi

2

9 v2¢n+‘/SCFwn:5n¢n
MmMe
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lonic degrees of freedom in the Kohn-Sham equations

— Lec. Mon.2 Giannozzi
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lonic degrees of freedom in the Kohn-Sham equations

— Lec. Mon.2 Giannozzi
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lonic degrees of freedom in the Kohn-Sham equations
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lonic degrees of freedom in the Kohn-Sham equations
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Atom k at position 7
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Heuristic approach to electron-phonon interactions

The SCF potential depends parametrically on the atomic coordinates

Vscr = Vacr(r;71,72,73 - )
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Heuristic approach to electron-phonon interactions

The SCF potential depends parametrically on the atomic coordinates

Vscr = Vscor(r; 71,T2,75 - +)

e Consider only one atom and one Cartesian direction

e Displace atom from equilibrium site, 7 = 79 + u
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Heuristic approach to electron-phonon interactions

The SCF potential depends parametrically on the atomic coordinates

Vscr = Vacr(r;71,72,73 - )

e Consider only one atom and one Cartesian direction

e Displace atom from equilibrium site, 7 = 79 + u

OVscr " 132VSCF .
or 2 072

Vaser(r; 7) = Vaor(r; 7o) +
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Heuristic approach to electron-phonon interactions

The SCF potential depends parametrically on the atomic coordinates

Vscr = Vacr(r;71,72,73 - )

e Consider only one atom and one Cartesian direction

e Displace atom from equilibrium site, 7 = 79 + u

OViscr 1 0?Vser 2

Vaser(r; 7) = Vaor(r; 7o) + 5 Yt o2

Perturbation Hamiltonian leading to EPlIs
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Perturbation Hamiltonian leading to EPIs

All atoms at equilibrium

Vscr(r;70)
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Perturbation Hamiltonian leading to EPIs

All atoms at equilibrium One atom displaced

Vscr(r;70) Vecor (r; 70 + w)
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Perturbation Hamiltonian leading to EPIs

All atoms at equilibrium One atom displaced Perturbation of the SCF potential

Vscr(r;70) Vecor (r; 70 + w) Vser(r; 70 + u) — Vseor(r;70)
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Rayleigh-Schrodinger perturbation theory
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Rayleigh-Schrodinger perturbation theory

AV
Energy AE, = (n| %u [n)
T
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Rayleigh-Schrodinger perturbation theory

AV
Energy AE, = (n| %u [n)
T

m) 2V )
or

En _ Em /l/)ﬂ’),

Wavefunction Ay, = Z
m#n
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Rayleigh-Schrodinger perturbation theory

OV
Energy AE, = (n| ZISer, [n)
T
(m] 25 4 )
i — § or
Wavefunction A’lz)n = W’lpn,
m#n
2 OV
Transition rate 'y = %|<m| %u 1) |2 0(Ep—Ep—hw)
T
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Rayleigh-Schrodinger perturbation theory

AV
Energy AE, = (n| %u [n)
T

Temperature-dependent band structures

m) 2V )
or

En _ Em /l/)ﬂ’),

Wavefunction Ay, = Z
m#n
Phonon-assisted optical processes and polarons

27T|< | IVsor
—{m| ———
h or

Ultrafast relaxation and phonon-limited transport

Transition rate T, = wn)|? §(Ep—E,—hw)
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Displacement amplitudes

What is the atomic displacement u in the perturbation Hamiltonian?
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Displacement amplitudes

What is the atomic displacement u in the perturbation Hamiltonian?

equilibrium out of equilibrium

e.g.: fixed temperature e.g.: driven systems
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Mean square displacements at given temperature

Feliciano Giustino 17 of 36



Mean square displacements at given temperature

C = Mw?

—u
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Mean square displacements at given temperature

C = Muw?
M
—u
(u’)r

kT

2 —
classical <u >T T Mw?

kgT
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Mean square displacements at given temperature

C = Muw?
M
—Uu
(u?)r
(u?)r = 8L
quantum classical T = Mw?
h hw
2
2]\h[ W= S [ n(’fBT) " }
o L
hw/2 kT

Bose-Einstein

Feliciano Giustino
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Temperature-dependent band structures

Allen-Heine theory

AE, = (n|
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Temperature-dependent band structures

Allen-Heine theory
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Temperature-dependent band structures

Allen-Heine theory

2

3VSCF

. </£‘/nu+2<m m

m#n
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Temperature-dependent band structures

Allen-Heine theory
OVscr

‘(m\ n) 2
1, 0%V
AE <\/£|/n )u+ E u2—|—§(n] anCF\MUQ

m#n

Feliciano Giustino 18 of 36



Temperature-dependent band structures

Allen-Heine theory

2

OV ‘ (m| 8?@ n) 1, 0%V
. S T 2 , + SCF 2
AE, = (n| 2= |n>u+§ ol U = O
o7 |
87' 1 GQVSCF 2
AE, = Z R + §(n| 5r2 In) | u

m#n
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Temperature-dependent band structures

Allen-Heine theory

2

OV ‘<m‘8gscp‘n> 1, 0%V
. S T 2 , + SCF 2
AEn—<%TK|/n>u+W;L E B, u —|—2(n] 52 In) u
o7 |
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(AE)r= | 5 T3 I g @nr+ D)
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Temperature-dependent band structures: Basic trends
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Temperature-dependent band structures: Basic trends

Feliciano Giustino

Band gap

\«——DFT gapat T =0
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Il\— Expt. gap for T'— 0

Temperature
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Example: Temperature-dependent bands of silicon
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Left figure:

1.20

-
-
(&)}

-
N
o

1.05

Feliciano Giustino

—> Lec Fri.1 Zacharias

O Clamped-ion
—O— Special displacement
¥ V¥ Experiment

1 1
100 200 300 400 500
Temperature (K)

E —Ecgm (eV)

E — Eygm (eV)

— Lec Sat.2 Lihm

(N e—

— (W)

1.0

0.5

0.0

0.0

-0.5

X
i
I
i
i
i
i
i
i
i
1
I
i
|
|
i

| —— DFT

----- Wannier
WEFPT e-p
® PWe-ph

1
1
1
1
i
i
i
i
i
i
i
1
i
i
i
r

— (X)

Zacharias et al, PRR 2, 013357 (2020); Right figure: Lihm et al, PRX 11, 041053 (2021)
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Phonon-assisted optical absorption

() Z5CE 4 1y

A'@/Jn(l‘) = Z ﬁwm(r)
m#n n m
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Phonon-assisted optical absorption

() Z5CE 4 1y

A'@/Jn(l‘) = Z ﬁwm(r)
m#n n m

const .
er(w) = — > el plo)? 6(Ee — By — hw)

cv
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Phonon-assisted optical absorption

() Z5CE 4 1y

A’Q/Jn(l‘) = Z ﬁwm(r)
mn n m

(c+ Ac| HTV | v+ Av)

const .
|{c| p |1)>\2 §(E. — E, — hw)

€2 (W) = 2
w cv
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Phonon-assisted optical absorption

() Z5CE 4 1y

A’Q/Jn(l‘) = Z ﬁwm(r)
mn n m

(c+ Ac| HTV | v+ Av)

const .
ea(w) = 3 Z (| p|v)|? §(Ee — B, — hw)

cv

Feliciano Giustino

21 of 36



Phonon-assisted optical absorption

OVscr
———uln)

(m
A¢n(r) = Z ﬁwm(r)
mn n m

(c+ Ac| | v+ Av)

const .
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Example: Absorption spectrum of silicon

— Lec Wed.3 Kioupakis & Lec Sat.3 Tiwari
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|
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100 —

Figure from Tiwari et al, PRB 109, 195127 (2024)
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Example: Absorption spectrum of silicon

— Lec Wed.3 Kioupakis & Lec Sat.3 Tiwari
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Figure from Tiwari et al, PRB 109, 195127 (2024)
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Example: Luminescence spectrum of germanium

©
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—> Lec Sat.3 Tiwari
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Figure from Tiwari et al, PRB 109, 195127 (2024)
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Example: Luminescence spectrum of germanium

—> Lec Sat.3 Tiwari
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Figure from Tiwari et al, PRB 109, 195127 (2024)

Feliciano Giustino 23 of 36



Phonon-limited carrier mobilities

— Lec. Wed.1 Poncé
Carrier relaxation time

T_ln = Zm Lyom
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Phonon-limited carrier mobilities

— Lec. Wed.1 Poncé

Carrier relaxation time
1
Tn m

Weighted average of relaxation times near Fermi level

1 mlv,|?/2 €n — EF
0= e Ty o ()|

conduction

Fermi level
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Phonon-limited carrier mobilities

— Lec. Wed.1 Poncé

Carrier relaxation time
1
Tn m

Weighted average of relaxation times near Fermi level

conduction
1 m|v,|?/2 En — EF
(M) = F 2 {W P\ )T
Electron mobility (simplified)
Fermi level e<T>

m
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Example: Mobility of silicon

— Tut. Wed.1 Poncé
— Tut. Wed.2 Ha
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= 16 =3 S
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[]
g , g 750
5§10 S 500
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< 104 o 0
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temperature (K) ionized impurity density (cm~3)

Figure from Leveillee et al, PRB 107, 125207 (2023)
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How difficult is to perform these calculations?
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The electron-phonon matrix element

— Lec. Mon.2 Giannozzi

8VS,CF

(m|—==¢n)
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The electron-phonon matrix element

— Lec. Mon.2 Giannozzi

oV«
SCF |wn> — gmm/(ka Q) - <umk+q|AunSCF|unk>uc

(Ym|——=
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The electron-phonon matrix element

— Lec. Mon.2 Giannozzi

oV«
SCF an> — gmnv<k7 Q) - <umk+q|AunSCF|unk>uc

N

Lattice-periodic part of the wavefunction

(Ym|——=
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The electron-phonon matrix element

— Lec. Mon.2 Giannozzi

oV«
SCF an> — gmnv<k7 Q) - <umk+q|AunSCF|unk>uc

N

Lattice-periodic part of the wavefunction

(Ym|——=

Lattice-periodic variation Zero-point Potential change
of the self-consistent potential amplitude from ionic displacement
A v — e—z‘q~(r—Rp) h e <q) 9 VSCF( )
qV ¥ sCF IM ra,V 8
kap kWqu Trap
Incommensurate Phonon
modulation polarization
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The challenge of Brillouin Zone sampling

Example: Electron lifetimes & relaxation rates

1
- = Z/]\Bqu [ . ] ‘gnmu(ka q)‘Qé(Enk — Emk+q + hwa/)

T
nk mv
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The challenge of Brillouin Zone sampling

Example: Electron lifetimes & relaxation rates

1
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Tnk my Y BZ
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Wannier functions

— Lec. Mon.3 Marzari — Lec. Tue.l Marrazzo — Lec. Sat.1 Qiao

Bloch Wannier

WmR(r) = ]\[i Z e_ik‘R Unmk wnk(r)

P opk

Review article: Marzari et al, Rev. Mod. Phys. 84, 1419 (2012)
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Wannier interpolation of electron-phonon matrix elements
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Example: Electron-phonon matrix elements of diamond
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Example: Electron-phonon matrix elements of some semiconductors

Feliciano Giustino
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Other school topics not covered in this intro

Example: Electron lifetimes & relaxation rates
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— Lec. Thu.l Louie Wannier function
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— Why should we use this formula? — Many-body theory of EP couplings
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Other school topics not covered in this intro

Polarons

Superconductivity Excitons

Vi

— Lec. Wed.2 Margine — Lec. Thu.2 Giustino —> Lec. Thu.l Louie
—> Lec. Thu.4 Dai

Feliciano Giustino 34 of 36



Take-home messages

e We can understand the basics of electron-phonon physics
using elementary perturbation theory

e Calculations for electron-phonon physics usually require
a fine sampling of matrix elements across the Brillouin zone

e Wannier functions are very useful to address
the Brillouin zone sampling challenge
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Further reading

e Baroni et al, Rev. Mod. Phys. 73, 515 (2001) [link]

Marzari et al, Rev. Mod. Phys. 84, 1419 (2012) [1link]

Giustino, Rev. Mod. Phys. 89, 015003 (2017) [link]

Grimvall, The electron-phonon interaction in metals, 1981 (North-Holland)
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